
1 MS-DI, Matematyka 1

Przykłady: potęgowanie i pierwiastkowanie liczb zespolonych

Przykład 1. Obliczyć (−2
√

3 + 2i)8.

Rozwiązanie: Przypomnienie: zn = |z|n(cos nα + i sin nα).

Wiemy, że z = 4
(
cos 5π

6 + i sin 5π
6

)
.

z8 = 48
(

cos
(

8 · 5π

6

)
+ i sin

(
8 · 5π

6

))
z8 = 48

(
cos 20π

3 + i sin 20π

3

)
z8 = 48

(
cos

(
62

3π
)

+ i sin
(

62
3π
))

z8 = 48
(

cos
(2

3π + 3 · 2π
)

+ i sin
(2

3π + 3 · 2π
))

z8 =
(
22
)8
(

cos
(

π − π

3

)
+ i sin

(
π − π

3

))
z8 = 216

(
− cos π

3 + i sin π

3

)
z8 = 216

(
−1

2 +
√

3
2 i

)

z8 = 215(−1 +
√

3i)

Przykład 2. Obliczyć 4
√

−8 − 8
√

3i

Rozwiązanie: Przypomnienie: n
√

z = n

√
|z|
(
cos α+2kπ

n
+ i sin α+2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

Przedstawmy liczbę z = −8 − 8
√

3i w postaci trygonometrycznej. Mamy

|z| =
√

(−8)2 + (−8
√

3)2 =
√

64 + 3 · 64 =
√

4 · 64 = 2 · 8 = 16.

Stąd


cos α = −8

16
sin α = −8

√
3

16

⇔

 cos α = −1
2

sin α = −
√

3
2

⇔ α = π + π
3 = 4π

3 .

Zatem z = 16
(
cos 4π

3 + i sin 4π
3

)
jest postacią trygonometryczną liczby z = −8 − 8

√
3i.

Obliczamy

4
√

−8 − 8
√

3i = 4
√

16
(

cos
4π
3 + 2kπ

4 + i sin
4π
3 + 2kπ

4

)
, k = 0, 1, 2, 3.

4
√

−8 − 8
√

3i = 2
(

cos
4π
3 + 2kπ

4 + i sin
4π
3 + 2kπ

4

)
, k = 0, 1, 2, 3.

Gdy k = 0 mamy

1



w0 = 2
(

cos
4π
3 + 2 · 0 · π

4 + i sin
4π
3 + 2 · 0 · π

4

)

w0 = 2
(

cos π

3 + i sin π

3

)
w0 = 2

(
1
2 + i

√
3

2

)

w0 = 1 +
√

3i

Gdy k = 1 mamy w1 = 2
(

cos
4π
3 + 2 · 1 · π

4 + i sin
4π
3 + 2 · 1 · π

4

)

w1 = 2
(

cos 10π

12 + i sin 10π

12

)

w1 = 2
(

cos 5π

6 + i sin 5π

6

)
w1 = 2

(
cos

(
π − π

6

)
+ i sin

(
π − π

6

))
w1 = 2

(
− cos π

6 + i sin π

6

)
w1 = 2

(
−

√
3

2 + i
1
2

)

w1 = −
√

3 + i

Gdy k = 2 mamy w2 = 2
(

cos
4π
3 + 2 · 2 · π

4 + i sin
4π
3 + 2 · 2 · π

4

)

w2 = 2
(

cos 16π

12 + i sin 16π

12

)
w2 = 2

(
cos 4π

3 + i sin 4π

3

)
w2 = 2

(
cos

(
π + π

3

)
+ i sin

(
π + π

3

))
w2 = 2

(
− cos π

3 − i sin π

3

)
w2 = 2

(
−1

2 − i

√
3

2

)

w2 = −1 −
√

3i

Gdy k = 3 mamy
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w3 = 2
(

cos
4π
3 + 2 · 3 · π

4 + i sin
4π
3 + 2 · 3 · π

4

)

w3 = 2
(

cos 22π

12 + i sin 22π

12

)
w3 = 2

(
cos 11π

6 + i sin 11π

6

)
w3 = 2

(
cos

(
2π − π

6

)
+ i sin

(
2π − π

6

))
w3 = 2

(
cos π

6 − i sin π

6

)
w3 = 2

(√
3

2 − i
1
2

)

w3 =
√

3 − i

3


